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Resumo: E comum e intuitivo encontrar a representagao de rotagdes no espago em
termos de angulos e eixos, no entanto, existem outras representagdes para rotagoes
com grandde utilidade pratica. Uma alternativa para a representacao de rotacgoes é a
utilizagdo de quatérnios. Os quatérnios, entre outras propriedades, podem represen-
tar uma rotacao no espago e ser operados, de maneira a representar novas rotagoes,
apenas com operacoes basicas de soma e produto. Com isso em mente, esse artigo
tem o objetivo de mostrar a representacao de rotagoes através de quaternos.
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1 Algebra dos quatérnios

Nessa se¢ao faremos um levantamento geral da algebra dos quatérnios, como o intuito
do artigo nao é o de detalhar e demonstrar todas as defini¢ées e propriedades dos quatérnios,
sugerimos o artigo GUZZO & TOSTI(2017) que faz a exploracdo dos elementos da algebra dos

quatérnios.

Os quatérnios foram organizados para estender as propriedades dos nimeros comple-
x0s para o espaco tridimensional e sua definicao carrega alguns elementos que remetem aos

complexos. A seguir damos a definicao formal dos quatérnios.

Definicao 1. O conjunto dos ntmeros quatérnios, denotado por H, é formado por todos os
nimeros na forma ¢ = a+ bi+ cj +dk, com a,b,c,d € R e i, j, k satisfazendo i* = j2 = k? = —1,

ij=ke ji=—k.

Da defini¢ao conseguimos retirar uma série de igualdades bastante usuais e recorrentes

nas operagoes com quatérnios, entre elas:

ijk = (ij)k = kk = k? = —1

Nos céalculos acima é assumida a associatividade da multiplicacao nas componentes 1, j

e k.
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Da definigdo 1, conseguimos observar varias semelhancas com os nimeros complexos,
em especial, gostaria de dar destaque aos elementos i,j e k que carregam a propriedade da

unidade imaginarias dos nimeros complexos, eles tem o quadrado igual a —1.

Tal como nos complexos, para os numeros quatérnios, definimos parte real e parte

imaginaria e é o objeto da definicdo a seguir.

Definicao 2. Dado um quatérnio ¢ = a + bi + ¢j + dk, definimos a parte real de ¢ como o
nimero real a e denotamos a = Re(q). Também definimos a parte imaginaria de ¢ como o vetor
U = (b, ¢,d) e denotamos Im(q) = (b, ¢, d).

Nos termos da defini¢do acima identificamos o vetor U = (b, c,d) € R com o quatérnio
bt + ¢j 4+ dk, de onde podemos escrever ¢ = a + .

Chamemos de H° os quatérnios tais que Re(q) = 0 isso é,
H° = {q € H|Re(q) = 0},
chamaremos também os elementos de H° de quatérnios puros.

Definicao 3. Dados dois ntimeros quatérnios, ¢ = a + bi +cj + dk e r = e + fi 4+ gj + hk,
dizemos que g = r se, e somente se, a = e,b = f,c = g e d = h. De outra forma q = r se, e

somente se, Re(q) = Re(r) e Im(q) = Im(r).
As consideragoes anteriores definem o conjunto dos nimeros quatérnios. No que segue,
apresentaremos as operagoes definidas nesse conjunto.

Definigao 4. Definimos a soma entre dois niimeros quatérnios ¢ = a +bi +cj+dk =a+ U e

r=e+ fi+gj+ hk=e-+ U como a aplicacio

+: HxH — H
(¢,r) +— q+r

onde a soma é definida por
g+r=(a+bi+cj+dk)+ (e+ fi+gj+hk)=(a+e)+ b+ fli+(c+g)j+ (d+h)k
que é equivalente a
gtr=(a+U)+(e+V)=(a+e)+ (U +7)

onde (U + ) denota a soma usual de vetores em R3.

E importante destacar que a soma de nimeros quatérnios goza das propriedades usuais
de soma, isso é, ela é associativa, comutativa, tem elemento neutro igual a ¢ = 0 + 6> e um
quatérnio r = a + bi 4+ ¢j + dk tem oposto em relagao a soma dado por w = —a — bi — ¢j — dk.
Nao faremos a demonstracao dessas propriedades aqui mas indicamos as bibliografias BUTZGE
(2021), GUZZO & TOSTI(2017), HAMILTON(1844) onde podem ser encontradas.
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Definicao 5. Definimos a multiplicacao de um ntimero quatérnio ¢ = a + bi + ¢j + dk por um

numero real o como a aplicacao

RxH — H
(q) — ag

onde a operacao é definida por
aq = ala+bi+ cj + dk) = (aa) + (ab)i + (ac)j + (ad)k
que também pode ser visualizada na forma vetorial como
aq = ala+ ) = (aa) + (o),
aqui a denota a operacdo usual de multiplicacdo por escalar de vetores de R3.

Definigao 6. Definimos a multiplicacao entre dois ndmeros quatérnios ¢ = a+bi+cj+dk = a+u

er=e+ fi+gj+hk=e+ U como a aplicacio
HxH — H
(¢r) — qr

onde a multiplicacao é definida por

qgr = (a+bi+cj+dk)(e+ fi+ gj + hk)
= (ae—bf —cg—dh)+ (af +be+ch —dg)i+ (ag — bh + ce + df )j + (ah — bg + cf + de)k

que pode ser representado na forma vetorial como

gr=(a+W)e+V)=(ae— (U, V) + (¥ +ed + U AT),

onde (7, 7) denota o produto interno (ou produto escalar) de vetores em R3 e U AV o produto

vetorial entre vetores de R3.

E importante destacar que a multiplicacao de quatérnios tem a propriedade associativa,
porém a multiplicacao de quatérnios nao é comutativa, basta tomar como exemplog=ier =3

no conjunto dos quatérnios e verificar que
qr=1j =k erq=ji= —k.

A multiplicacdo de quatérnios tem elemento neutro igual a 1 4+ 07 +0j + 0k =1 + 6),
ao qual escreveremos simplesmente 1, ficando subentendido que 1 € H. Isso é, dado q =
a+ bi + cj + dk, temos

qg-1=1-q=q.

Para mais detalhes ver BUTZGE(2021), GUZZO & TOSTI(2017), HAMILTON(1844).
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E finalmente, a multiplicagao de quatérnios tem o elemento inverso. Dado um quatérnio

g=a+bi+cj+dk=a+ U, tal que a2 + b2 + 2 + d? > 0, este admite elemento inverso pela

I e pode ser expresso por

= () () 7 () o

onde ]7] = Vb2 + % + d? é a norma usual de um vetor de R?. Além disso, esse ¢~* é o tinico

quatérnio que cumpre

multiplicacao o qual sera denotado por ¢~

Definigao 7. Seja g =a+ U = a+ bi + ¢j + dk € H. O médulo de g ¢ o niimero real definido

|q| :\/a2—|—b2+c2+d2: \/aQ—Hﬁ]Q.

Definicao 8. Seja ¢ =a + U =a+bi+ c¢j +dk € H. O conjugado de g é o quatérnio definido

por

por
azafbifcjfdk:afﬁ.

Das duas ultimas defini¢oes podemos reescrever a expressao para o inverso de um
quatérnio. Dado ¢ =a+bi +c¢j +dk =a+ U com a? + b2+ 2 +d? > 0, seu inverso pode ser

escrito como

Observe que, da igualdade anterior, quando ¢ é um quatérnio de médulo 1, vale que

g=q "

2 Representacao de rotagoes com quatérnios

Uma rotagao no plano pode ser representada por um nimero complexo, podemos as-
sociar a matriz de rotacao aplicada em um vetor com o produto de dois nimeros complexos. A
ideia para representar rotacoes com quatérnios segue o mesmo caminho, representar a matriz de

rotacao no espaco tridimensional aplicada a um vetor como o produto de dois quatérnios.

Considere o conjunto
5% ={q € Hl|lq| =1}.

Sendo ¢ € S3, ou seja, um quatérnio de médulo 1, é possivel construir um operador de rotacio
com ¢ de maneira que seu efeito sobre um vetor nao nulo v € R?, seja rotaciond-lo um angulo

0 € R em torno de um eixo especifico BUTZGE(2021), HANSON(2005).

Como ja fizemos anteriormente, usaremos a identificacio de u € R? com um quatérnio
puro ¢ = 0+ U € HY, identificando R3 e HC podemos usar a multiplicacao de quatérnios para

representar as rotacoes no espaco. Nesse caminho, considere o operador definido abaixo:
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Definicao 9. Dado ¢ € S3, o operador de rotacdo R, obtido a partir de ¢ ¢ definido por

R, : HO — HO°
v = qUuq.

O operador definido envolve o produto entre trés quatérnios, q e g quatérnios de médulo
unitario que fazem parte da definicado do operador e o quatérnio puro v, o quatérnio no qual age

o operador, que se identifica com um vetor de R3.

Trabalhamos para que esse operador represente uma rotacao no espaco, nesse caminho,
uma verificagdo importante de se fazer nesse momento inicial é a boa defini¢ao do operador, isso
é, se resultado dessa operacio realmente é um quatérnio puro de H°. De fato, seja ¢ = a + U e

0:0—1—7, teremos
Ry(v) =qug = (a+ W )v(a—T)
= ((Z, D +aT+TdAT)(a—)
= (W, )+ @V +UNT, W)+ (U, U +a(a¥ +d AT
+aT + T AT) A (1)

Primeiramente olhemos para a parte real da expressao acima, esta é,

—a(U, )+ (T + U AT, W) = —ald, V) +a(V, W)+ (Z AT, D)
= (WA, ).

Lembrando que ANV éo produto vetorial da geometria analitica e representa um
vetor simultaneamente ortogonal a Ue e, além disso, o produto interno entre dois vetores
ortogonais é zero, de onde concluimos que a parte real Re(R,(v)) = 0, ent@o este é elemento de

HO, confirmando que o operador estd bem definido.

Agora trabalhando com a parte vetorial de (1) temos

(@, T +alaT + T AT+ (@T +TAT)A—G = (@, DT +2T +a(TATD)
—aT AT+ (T AT)A(Z0)
= (U, VU +a*7 +2a(q A

HAAT)A(ZR). (2)

Observe que o ultimo termo de (2) apresenta um duplo produto vetorial, conforme pode
ser visto em BOULOS & CAMARGO(2007) e WINTERLE & STEINBRUCH(2000), esse termo

pode ser escrito como
(T AT A () = (T, ~0)T — (T, 0T = —[TPT + (T, 7)T
e substituindo em (2) teremos

(@, DT +a(aT+ AN+ (@T+TAT)AD = (2= |TP)T +2(W, TV T +2a(TAT) (3)
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Desta ultima expressao, a equacao (3), podemos escrever a atuacao desse operador
como uma operacgao matricial. Olhando separadamente para as tres parcelas da soma no lado

direito de (3) e considerando que v = (r,y,2) além de ¢ = a + U = a+ bi+ cj + dk teremos

1° termo
T
(@ [TP)T =@V --d) | y |,
z
2° termo
b b2 be bd T
WU, N =20bz+cy+d2) | ¢ | =2| be 2 od :
d bd cd d? z
3° termo
i j k
2(UAV) = 20| b ¢ d
rT Yy z
= 2a[(—dy+ cz)i + (dx — bz)j + (—cx + by)k]
0 —-d c x
= 2a d 0 -=b Y
—c b 0

Somando os trés termos teremos uma expressao para (3) que coloca o operador (1) em

forma de operador linear

a?+v? - —d? 2(bc — ad) 2(bd + ac) x
Ry(v) = 2bc+ad)  a? -+ —d>  2(cd— ab) y |- (4)
2(bd — ac) 2(cd + ab) a? - - +d?

Exemplo 1. Considerando os quatérnios unitérios

V3 o1
Go=—+2
2 2

1, Qy = + + =k

j € q> =

SES

N |
ol
w

N |

e um vetor U = (z,y,z) que pode ser associado ao quatérnio puro v = 0+ xi + yj + zk temos

1 0 0
X
1 V3
Ry, ()= 0 5 & y |
V3 o1
0 _ _
2
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1o, V3
2 2
X
Ry, (v) = 0 1 0 ,
V3 1
2 2
V3
2 2
xr
Rp(w)=| _v3 1 ||
2 2 .
0 0 1

Observe que as matrizes acima sao as conhecidas matrizes de rotacao do vetor v =

T . .
(z,y,z) um angulo de 3 em torno respectivamente dos eixos z,y e z.

2 2 10
qz\f—%\/»j—%\/»k

2 5) 10
é um quatérnio unitério e sendo ¥ = (x,y,2) que pode ser associado ao quatérnio puro v =

0+ xi +yj + zk temos

Exemplo 2. O quatérnio

V5 2

O _
5 5
f X
5 2
=15 5 3
25 2 1
5 5 5

A matriz anterior também representa uma rotacio do vetor v = (z,y,2) no espago
tridimensional, mas precisamos de elementos adicionais para descrever com mais precisao essa

rotacdo. Adiante retornaremos a esse exemplo para analisar qual rotacdo essa matriz representa.

Para mostrar que a imagem de v pelo operador R,(v) representa uma rotacao no espago
para o vetor mostraremos a seguir que esse operador preserva a norma do vetor em R3. Para

isso demonstraremos a igualdade a seguir.

Proposicao 10. Dados q,r € H wvale
lqr| = lqllr].

Prova. Sejam q = qp + U er=ry+ . Temos

larl* = |(qo + ) (ro + @)
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= [(qoro — (V, W) + (@ ¥ + 10V + T A%

A partir da igualdade anterior, usando a definicdo de médulo de quatérnio e médulo

de vetor de R3, podemos escrever

lgr> = (qoro — (U, W))2 + (@ W +70¥ + U AT) [ (5)

Na equagao (5), lembramos mais uma vez que, U AU é simultaneamente ortogonal
a e 7, e também o é para qualquer combinagao linear dos dois vetores BOULOS & CA-
MARGO(2007) e WINTERLE & STEINBRUCH(2000), o que nos diz que

g0 +700 + VAU =g +roV |2+ [T AT

Retornando essa igualdade a (5) e expandindo também o quadrado da diferenga che-

gamos a

lqr|* = q§rg — 2q0r0(V, W) + (U, W) + ol +ro V> + [V AT (6)

Das definicdes de produto interno e produto vetorial de R? temos

(T, 2+ [T AT = [T

e, trabalhando com a norma da combinacdo linear colocando na forma de produto interno,

conseguimos

@ +ro VP = (@@ +r07, U +107)
= @|T +2q0ro(W, V) + 3| VI
Substituindo as duas ultimas igualdades em (6) teremos
lar? = gt + @I+ 3|V + [V

= @U§+ TP+ [VPOF+ )

= (a6 +[TPS+ [P

= lal?IrP?,
de onde extraindo a raiz temos |qr| = |q|||

O]

Com a proposicao 10, considerando que o médulo de um quatérnio puro coincide com a
norma de vetores de R? e que o médulo do quatérnio ¢ é igual ao médulo do quatérnio conjugado

g, podemos verificar que o operador R, preserva a norma de vetores. De fato
[Rq(v)| = lqug| = [qllvllg] = |vl,
lembrando que g é um quatérnio unitério.

O préximo teorema mostra como ¢ a atuacao geométrica do operador R, no vetor v.
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Proposicao 11. Dado q = qo + U € S3, entdo, o vetor A\U € invariante por Ry para qualquer
AeR.

Prova. Considere a expressao de R, dada por (3), reescrevendo para R (A7) teremos

RyAD) = (@ — [@*)Xu + 2(@, M) T +240(T A M),

~ . - .
Na expressao acima podemos observar que UANT = 0 por ser o produto vetorial
de dois vetores paralelos e além disso, 2( ,A\U) U = 2| [>?AW. Com essas tltimas identidades
chegamos a

RyOT) = (¢ + [T PAT.
Como g € 53 temos (g2 4 | |?) = |¢|> = 1 e portanto

R,(\7) = \u

Teorema 12. Dado q = gy + U € S3, tal que,

qzqo+7:cos<z>+sen<g>%

com ° #+ ﬁ, a parte vetorial W de Rq(ﬁ) = q7§ — 04+ éa rotagdo de T de um angulo 0

em torno do eizo gerado por U, onde 6 = 2- arccos(qo) € [0,2m)

Prova. Chamemos de V' o espago vetorial gerado pelo vetor @ e V+ o complemento ortogonal

de V e ¥ € R3. Vamos escrever o vetor ¥ em duas componentes ortogonais, o vetor d na
_>

direcao de U, isso nos diz que, qd =\, para algum A € R e o vetor b perpendicular ao vetor

7, logo K pode ser escrito como

7:74-?:)\7—#?60111/\6]&

Como ¥ € RR3, U estd associado com um quatérnio puro e, da ultima igualdade
podemos escrever
v

Ry(T) = Ry(@ + b) = Ry(@) + Ry(D),

onde a ultima igualdade vem do fato de R ser operador linear por (4).

Usando a proposicao 11, teremos que Rq(E)) = 7, temos

—

Ry(T) = @ + Ry(). (7)
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O

R(b)

oL

oy
<}

R(V)

Figura 1: Acao do operador R sobre o

%
Voltaremos nossa atengao para R,( b ), usando para o operador a expressao (3) chega-

mos a

Ry(B)=qba= (G — [0 +20(7, D) +2q0( A D),
%
b

_>
onde podemos observar que u L o que nos dé que <7, b) = 0 e essa expressao pode ser

reescrita como
%
b

Ry(B)=qbg= (2~ 7D +20(T A D).

Vamos reescrever a segunda parcela da soma 2qg(7 A ?) = 2qo|7\ <% A ?) e
4

_)
chamemos ¢ = <m ADb >, nesse caso, nossa igualdade se torna

— —
Ry(b) = (g5 — ") b +2q0| 7| (8)
Observe que o vetor ¢ é elemento de V.

Como o quatérnio g é unitdrio, |¢| = ¢3 + |7 |2 = 1, usando a identidade trigonométrica

fundamental e o fato que existe um tnico 6 € [0, 27) tal que

qozcos<g> e |7|:sen<g)

Retornando essas informagoes para (8) temos

1) = (o (2) e (1)) 520 (2 n (2) 7
— cos(8) b +sen(6)T
— T cosh+ T senb,

ﬁ
que representa a rotagao do vetor b em torno do eixo gerado pelo vetor 7 de um angulo 6 em
VL. Usando esse tltimo resultado em conjunto com (7), podemos concluir que Rq(ﬁ), como

vetor, representa a rotacao do vetor 7, um angulo #, em torno do eixo gerado por q. ]
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Exemplo 3. Para representar a rotagao do vetor v = (1,0,1) em torno do eixo gerado por

s
U = (0,2,1) de um angulo de 5 vamos construir o quatérnio segundo o enunciado do teorema
12.

Temos

| =V02+224+12=+5

O que nos leva a

() e ()
= s (3) e (2) 0.2 )
- ?*f@\% 15)
_ ‘f+ §j+‘£0k;. 9)

A expressao (9) é o mesmo quatérnio mencionado no exemplo 2. Aqui damos o signifi-

cado para a matriz do referido exemplo, essa matriz representa a rotacao de um vetor em torno
T

do eixo gerado por (0,2, 1) de um angulo de 5 O exemplo 2 nos diz que qug pode ser calculado

pelo produto de matrizes

) Y5 25 215
5 5 5
1
V5 4 2 o | =| Yo+2
5 5 5 5
2v5 2 1 1-2v5
5 5 5 5

2V5 V5+2 1—-2v5
5 b

Observe que @ = R,(v) = < 5 5

) e U = (1,0,1) tem a mesma
norma,

V| = V12 + 12 = V2,

205\ [(vB+2\' [1-2v5)"
= () (57) ()

20+5+4\/5+4+1—4\/5+2o

25 25 25
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= V9
25 vz

~ s .
e para verificar que @ é a rotacao de 7 um angulo de — em torno do eixo gerado por ,

calculemos o angulo entre as projegoes de W e no espaco ortogonal ao subespaco gerado por

7, sejam Wi, e g essas projecoes, temos

w6 = Proja(1,0,1) = (1,0,1)

= {©,2,1), (1,0, 1)>(o 2,1) — (1,0,1)

02
- (‘1’5"5>

= _ pro: 2vh V5+2 1-2V5 2v5 VE+2 1-2V5
woo = ey \ T Ty T 5 5T T
0.2.1) 2v5 V5+2 1-2V5
B NI <2\/5 V5 +2 1—2\/5>
- (0,2,1) — , )
5 5 5 5
_ (021 2v5 V542 1-2V5
- ( 55) 5° 5 5
_ (25 VB VB
N 57 55

. . 7 7T
Finalmente, para concluir que o angulo entre 6 e wj é 5 calculemos o produto escalar

<<_12 4> < 21/ \/52\/5)>_2\/5 2v5 _8V5 _10v5 _10v5 _
’ '\ 57 575 h N B ’

5 5 5 25 25 25 25

o que verifica o desejado.

Conclusoes

O Teorema 12 nos diz que a rotacdo de um vetor 7 um angulo 6 em torno de um eixo

unitdrio o pode ser representada pela multiplicacao de quatérnios

qvq

q = cos <Z> + sen <Z> U

onde
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que ainda, conforme a deducao em (4), quando representamos o quatérnio ¢ na forma q =

a + bi + cj + dk, a rotagao pode ser representada pela multiplicacao de matrizes

a2+ 0% —c—d? 2(bc — ad) 2(bd + ac)
2(bc + ad) a? b +c2—d? 2(cd — ab) 7.
2(bd — ac) 2(cd + ab) a? - b -2 +d?
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